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4.5 Coefficient of Partial Determination (부분 결정계수) 

ESS는 다중 회귀모형에서 회귀계수들의 유의성(즉 설명 변수의 유의성) 검정에 사용할 

수 있을 뿐 아니라 부분 결정계수라 불리는 변수들의 선형 관계 척도를 구하는데도 유용

하다. 부분 결정계수는 단순 회귀 모형의 결정계수( 2R )와 동일하게 해석되며 0과 1 사이
의 값을 갖는다. 부분 결정계수의 제곱근은 부분 상관 계수이다. 

 

▶변수가 2개일 경우 iiii eXXy +++= 22110 βββ  

)( 2XSSE 는 iii eXy ++= 110 ββ 의 오차 변동이고 ),( 21 XXSSE 는 iiii eXXy +++= 22110 βββ

의 오차 변동이다. 설명 변수 2X 가 이미 들어간 상태에서 1X 을 추가했을 때 Y 의 변동의 

한계 감소(marginal reduction, 이는 Y 에 대한 설명 변수 1X  설명력의 한계 증가)는 다음

과 같다. 
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•Yr 라 표시한다. 그러므로 

1X 가 주어졌을 때 Y 와 2X 의 부분 상관 계수는  
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설명변수 1X 과 종속변수 Y 의 단순 회귀분석의 잔차 ( )(ˆ
1XYY ii − )와 설명변수 1X 와 종속

변수 2X 의 단순 회귀분석의 잔차 ( )(ˆ
122 XXX ii − 의 상관계수 2r 은 12

2
•Yr . 그러므로 종속변

수와 설명변수의 부분 결정계수는 다른 설명 변수에 의해 수정된(adjusted) 결정계수이다. 

▶일반적인 경우 ipipiii eXXXy +++++= ββββ ..22110  
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부분 상관 계수는 부분 결정계수의 제곱근이며 부호는 회귀계수 추정치의 부호에 의해 

결정된다. 위에서 언급한 것 같이 1234
2

oYr 는 설명변수 ),,( 321 XXX 와 종속변수 Y 의 단순 회

귀분석의 잔차 ( ),,(ˆ
321 XXXYY ii − )와 설명변수 4X 와 종속변수 ),,( 321 XXX 의 회귀분석의 잔차 

( ),,(ˆ
32144 XXXXX ii −  사이의 단순 상관 계수의 제곱( 2r )과 같으므로 부분 상관 계수는 나머

지 설명 변수들에 의해(given) 수정된 종속 변수 Y 와 설명 변수 4X 의 상관 관계 정도를 

나타낸다. 부분 결정계수는 주로 변수 선택에 사용될 수 있지만 다른 방법들이(F-검정을 

이용한 stepwise) 선호되고 있으므로 자주 사용되는 개념은 아니다. 
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4.6 표준화 회귀계수 

설명변수의 측정 단위가 다른 경우 종속변수에 대한 그들의 영향력을 비교할 때 사용되

는 개념이 표준화 회귀계수다. OLS 추정치 YXXX ′′= −1)(β̂ 를 계산할 때 반올림(rounding-off) 

문제가 발생하게 되는데 이는 1)( −′XX  계산하는 과정에서 발생한다. 이런 문제는 (1) XX ′ 의 
행렬식의 값이 0에 가깝거나 0|| ≈′XX  (2) XX ′ 의 측정 단위의 차이가 많은 경우 발생하게 

된다. (1)은 다중공선성 문제라 하는데 이는 설명 변수들간의 높은 상관 관계로 인하여 발

생한다. 다음에 다루기로 한다. (2)의 문제는 단위를 표준화함으로써 해결할 수 있다. 변수

들을 표준화 한 후 구한 회귀계수를 표준화 회귀계수(standardized regression coefficient)라 

하며 이는 (1)측정 단위가 달라 반올림으로 인해 발생하는 문제를 해결할 수 있을 뿐 아니

라 (2)설명 변수의 종속 변수에 대한 설명력 비교(추정된 회귀계수)를 하고자 할 때 사용

된다. 그러나 컴퓨터 발달로 인하여 반올림 문제는 거의 해결하였으므로 표준화 회귀계수

는 설명 변수 간의 설명력 비교에 주로 사용된다. 
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추정치를 구하면 표준화 회귀계수라 한다. ip eXXXy piiii +++++= **
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회귀계수 kβ 는 편미분 계수(
*

*

kdx

dy )에 해당하므로 다른 설명변수들의 값이 주어졌을 때 

종속 변수 Y 에 대한 설명 변수 kX 의 한계 영향력(한계 설명력)으로 해석된다. 

 
EXAMPLE 4-8 표준화 회귀계수 

MRI_IQ.xls  

지적 능력 예제 계속: 설명 변수 MRI, VIQ, PIQ 세 개를 사용했을 때 지적 능력에 가장 

영향을 많이 미치는 설명 변수는 무엇인가? 

 

설명 변수들의 측정 단위가 다르므로 표준화 회귀계수를 구하여 비교하여야 한다. 

 STB 옵션이 표준화 회귀계수를 출력한다. 
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지적 능력(FSIQ)에 VIQ가 영향을 가장 많이 영향을 미치며 MRI의 영향력은 가장 적을 

뿐 아니라 음의 영향을 미치고 있음을 알 수 있다. 근데 이상하지 않나요? 머리가 크면 지

적 능력이 떨어진다? 이는 다중공선성 문제이다. 자세한 내용은 나중에 다루기로 한다. 

 

 

(MRI), (MRI, VIQ)만 있는 모형에서는 양의 영향 미친다. 어떻게 이런 일이… 짐작 하겠

지만 다중공선성 문제이다. 즉 VIQ, PIQ의 상관 관계가 매우 높아 회귀계수 추정에 문제가 

발생한다. PIQ가 들어 오면서 VIQ, MRI 추정치가 전혀 다른 값을 보이고 있다. 

   

 

4.7 적합성 결여 검정 

동일한 설명변수의 값에 종속변수가 2개 이상 측정이 있는 경우 회귀모형의 유의성 검

정을 하는 경우 적합성 결여는 실제 직선 관계가 아니기 때문에 발생한 것이 아니라 종속

변수의 분산에 의해 오차의 분산이 커지기 때문일 수 있다. 적합 결여성 분석은 설명변수

가 하나인 경우 주로 실시된다. 다음 예제 데이터를 살펴보자. 
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동일한 설명변수에 종속변수 값이 여러 개 측정되었으므로 설명변수간의 직선 관계 결

여 때문에 오차 변동이 생길 뿐 아니라 측정 오차에 의한 변동이 생긴다. 그러므로 오차 

변동은 다음과 같이 분해할 수 있다. 설명변수의 동일 값이 종속변수가 2개 이상이므로 
ji,  두 개 첨자가 필요하다. 오차 변동은 다음과 같이 분해할 수 있다.  

)ˆ()()ˆ( ijjjijijij YYYYYY −+−=−
SSLFSSPESSE

YYYYYY ijjjijijij

+=

−+−=− ∑∑∑∑∑∑ )ˆ()()ˆ(
2

 

설명변수 동일 값에 대해 종속변수의 관측치가 반복되는 오차변동(SSE)은 관측치의 반

복으로 생긴 순수오차변동(SSPE, SS of Pure Error)과 두 변수간의 직선 관계의 결여로 인

하여 생긴 적합결여변동(SSLF, SS of Lack of Fit)으로 나눌 수 있다. 

적합결여변동 ∑∑ − )ˆ( ijj YY 이므로 이는 일원분산분석( ijiij eY += µ )의 오차변동과 동일하

다. 이런 데이터의 경우 두 변수의 직선 관계 유의성 검정은 다음과 같이 해야 한다. 

Full model: ijiij eY += µ   

 

FitOfLackYY ijj   :)ˆ( −
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Reduced model: ijijij exY ++= βα   

 

 

 

 

데이터의 직선관계 유의성 검정을 위한 분산분석 표를 만들어 보자. 

변동(source) SS(자승합) 자유도 MS(평균자승합) F-검정 

Regression (모형) 5141 1 5141.3 

결여적합성 13593 4 3398.4 
Error(오차) 

순수 변동 1148 5 229.6 

3398.4/229.6 

=14.8 

Total (총 변동) 19883 10   

 

2)( σ=MSPEE , ∑ −+−+= )2/()]([)( 22 kxnMSLFE jjjj βαµσ ( k는 설명변수 수준 수)이므로 

MSPE
MSLF

cnSSE
pcSSLFF =
−

+−
=

)/(
)1/(*  ( c =수준 수)가 크면 두 변수 직선 관계는 유의하지 않다.  

귀무가설: pp XXYEH βββ +++= ...)(: 1100  

대립가설: ppa XXYEH βββ +++≠ ...)(: 110  
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설명변수 X와 종속변수 Y의 직선 관계에 대한 유의성 검정은 MSE(=SSE/9)를 이용하는 

것이 아니라 순수변동의 MSPE(=SSPE/자유도)를 이용해야 한다. 유의수준 0.05 하에서 귀
무가설(설명변수와 종속변수 간에는 직선 관계가 성립한다, 기각치 19.5)5,4;95.0( =F )가 기

각된다. 그러므로 X, Y의 직선 관계는 유의하다. OLS 추정회귀직선 ijij xY 48.07.50ˆ += 이 위 

데이터에 적합하다.  

직선 적합성결여 검정과는 달리 단순회귀 분석을 하면 회귀계수(회귀모형)도 유의하지 

않다고 결론이 나온다.( 14.395.1637/3.5141 ==F , 이전 페이지 분산분석 결과를 참고) 어느 

것이 옳은가? 동일한 설명변수 값에 대해 관측치가 반복되므로 당연히 적합성결여 유의성 

검정을 실시하는 것이 바람직하다. 

 

 
HOMEWORK #7-2 DUE 4월 27일(수)

MRI_IQ.xls 데이터 (SPSS) 활용 

①다중회귀분석( ijijijij exxY +++= 2211 ββα )을 실시하고 회귀계수를 추정하시오.  

②직선 적합결여성 분석을 실시하시오. 

③결과 ①, ② 이용하여 최종 회귀모형을 적고 해석하시오.  

 

4.8 다항 회귀 모형 

설명 변수가 2개 이상이고 (1)각 설명 변수의 차수가 2차 이상이거나(이고) (2) 설명 변

수의 교차항이 존재하는 모형을 다항 회귀 모형(Polynomial Regression)이라 하며 이 모형

은 곡선 반응(curvilinear response) 모형이다. 

변수가 하나인 경우 다항 모형은 산점도(사실 쉽게 구별할 수 있는 것은 아니다, 아래 

예제 참고)나 잔차 분석 결과(잔차와 예측치 산점도가 이차 형태를 갖는다) 이용하면 가능

하나 변수가 2개 이상인 경우 다항 모형을 생각하는 것은 쉬운 일이 아니다. 다소 TRIAL-

ERROR 방법이나 이론적 모형에 의존할 수 밖에 없다. 설명변수가 하나인 경우 다항 모

형은 다음과 같다. 
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iii exxY i +++= 2
12110 βββ (second order),  

iii exxxY
ii ++++= 3

13
2

12110 ββββ (third order) 

설명변수 ix 와 2
ix 는 상관 관계가 높으므로 두 설명변수를 모두 넣은 다항식 모형은 다

중공선성 문제가 발생한다. 이를 완화 시키는 방법으로 )(* xxx ii −= (혹은 표준화, 앞에서 

언급)을 사용한다. 데이터가 이차형식을 따르므로 다음과 같이 GPLOT을 이용하여 산점도

를 그리면 된다. RQ는 regression quadratic의 약어이다. 이차 형식 함수를 그려준다. 직선

은 RL을 사용한다. 

 

 

 

  

 

 

  

설명변수 X의 평균은 3이다. 

일차항(X1), 이차항(X2) 모두 유의하므로 

최종 추정 회귀모형은 다음과 같다. 

224.48.5405.705ˆ xxy −+=  


